Chapitre 6

Polyndémes d’endomorphismes

Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel F sur K. Soit A € ,,(K).

5.1 Définition

On remplace X* par u* (ou A*) et 1 par Idg (ou 1,,).
Soit P(X) = ag + a1 X + a; X% + ... € K[X] un polynéme. On pose :

P(u) := agldg + ayu + agu® + ... et P(A) := agl, + a1 A+ ay A* + ...
Proposition 5.1.1 L’application :
K[X] —» #,(K), P(X) — P(A)
est un morphisme d’algebres i.e. : c’est linéaire et :
"P,Q € K[X], (PQ)(A) = P(A)Q(A)
de méme ’application :
K[X] — Endk(F), P(X) — P(u)
est aussi un morphisme d’algebres.

Démonstration :Si P(X) =ag+a1 X +...et Q(X) =by+ b X +..., alors
PQ(X) = apbo + (aghy + a1bg) X + .... Donc :

(PQ)(A) = agbojn + ((Iobl + Cllb())A + ...

= (apl, + a1 A+ ...)(boL, + 1A+ ...)
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= P(A)Q(A) .

g.e.d.

Remarque : [importante| En particulier, pour tous P,Q € K[X], les
matrices P(A) et Q(A) commutent :

de méme les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent.

EXEMPLE : — Polyndéme d’une diagonale :
A1
D = )
An
on a:
P(A\1)
P(D) = .
P(A)

pour tout polynéme P(X) € K[X].
— polynéme et conjugaison : Si () est inversible, si A = QA'Q™!,
alors pour tout polynéme P(X) € K[X], P(A) = QP(A)Q .

Exercice 39 Montrer que plus généralement, pour une matrice triangulaire :

on a !

pour tout polynome P(X) € K[X] (les coefficients hors de la diagonale
peuvent avoir une expression compliquée mais les coefficients diagonaux sont
obtenus simplement en leur appliquant le polynéme P ).



5.2. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON 3

5.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Définition 47 On dit qu’un polynéme P(X) est un polynéme annulateur de
la matrice A ou de Uendomorphisme u si P(A) =0, ou si P(u) = 0.

EXEMPLE : — Sip: E — E est une projection, X? — X est un polynéme
annulateur de p car p? = p.

— Sir: E — E est une réflexion, X? — 1 est un polynéme annulateur de
r car r? = Idg.

Ot chercher les valeurs propres, connaissant un polynéme annulateur mais
ne connaissant pas le polynéme caractéristique ?

Proposition 5.2.1 Si P est un polynéme annulateur de u, respectivement
de A, alors :
Sp(u) C { racines de P }

respectivement

Sp(A) C { racines de P } .

Démonstration : Si x est un vecteur propre de u associé & une valeur
propre A, alors :

u(z) = Az = "k > 0,uf(x) = Mo

et plus généralement :

Qu)(x) = Q(N)x
pour tout polynéome @Q(X). En particulier : P(u)(z) = 0 = P(A)z = 0
= P(\) =0 car x # 0. g.e.d.

Théoréme 5.2.2 (de Cayley-Hamilton) Si E est de dimension finie,
Xu(u) =0
de méme xa(A) =0.

EXEMPLE : — Si:

01 0—
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alors : xn(X) = X" et x;(X)=X"—1et onabien N" =0et J" = I,,.

Démonstration (s) du théoréme :

lére démonstration (algébrique) :

Notons B(X) € #,(K[X]) la transposée de la comatrice de X1, — A.
Tous les coefficients de la matrice B(X) sont des polynomes a coefficients
dans K de degré < n — 1. Il existe donc des matrices :

BO7 ) anl S %n(K)

telles que :
B(X)=By+XB, +..+X"'B,_, .

On a alors :
B(X)(XI,—A)=dét (XI,— A)l,

& (Bo+XBy+ ..+ X" 'B, )(XI, — A) = xa(X)I,

(on développe la partie gauche)

& —ByA+X(By—BiA)+ X?*(By—BoA) 4.+ X" B, _y—B, 1A)+X"B,_,

(5.1) = xa(X)I,
Notons cy, ..., ¢, € K les coefficients du polynéme caractéristique :
Xa(X)=co+ ... + c, X"

(co = £dét A, ¢,, = 1) On a donc d’apres (5.1) :
—BoA = C()]n

B[) - BlA = Clln

Bn—l - ann

et donc :
Xa(A) =col, + 1A+ ...+ ¢, A"

- _B0A+(B0_BlA>A+(Bl_BQA)A2++(Bn72An71 —anl)Anil—i-Bn,lAn
=0

car « tout se simplifie » .
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5.3 Polyndémes annulateurs

Un polynéome annulateur d’'un endomorphisme u de E est un polynoéme
P e K[X] tel que P(u) = 0. Par exemple, en dimension finie : x,(X). Un
polynome minimal de u est un polynéme annulateur de u, non nul, de degré
minimal.

EXEMPLE : Des polyndmes minimaux des matrices :

01 0—0
AN

O,I,, N = 0 €.#,(K),
1
0——0

sont respectivement : X, X — 1, X™.

Rappels sur la division euclidienne :
Soient P, () deux polynémes dans K[X]. Si Q # 0, alors il existe un
unique couple (B, R) tels que :

B,Re K[X], P=BQ+ Ret deg R < deg@

(R peut éventuellement étre nul).

Démonstration : Unicité : si ByQ+ Ry = B1Q+ R, = Petdeg Ry; <
deg@ , alors Ry — Ry = (By — B1)Q et deg(Ry — Ry) < deg@; donc
fOI‘CéHlGIlt, Ry— Ri=0et Ry= R, = By = B;.

Existence : On raisonne par récurrence sur le degré de P. Si deg P <
deg @, il suffit de choisir B =0 et R = P. Sinon :

P:CL0+...+CLPXP,Q:b0+...+quq

avec a;,b; € K, a,, b, # 0, p > ¢.Il suffit alors d’appliquer I’hypothése de
récurrence au polyndéme
P _ %XP*QQ
bq

dont le degré est < deg P. qg.e.d.

Proposition 5.3.1 Soit m,(X) un polynéme minimal de u. Alors, m, DI-
VISE TOUS LES POLYNOMES ANNULATEURS DE .
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Démonstration : Si P(u) = 0, on fait la division euclidienne de P par
my

P=Bm,+ R
ou deg R < degm,,. On a :

0= P(u) = B(u)my(u) +R(u) = R(u) =0

R(X) est un polynéme annulateur de u de degré < degm,. Forcément,
R =0 et my(X)diviseP(X). q.e.d.

Il existe donc au plus un unique polyndéme minimal unitaire (i.e. son
coefficient de plus haut degré vaut 1) de u (exo) c’est LE polyndéme minimal
de u.

Remarque : Si E est de dimension finie, y,(X) est un polynéme annu-
lateur de u (non nul) donc dans ce cas, le polynéme minimal existe toujours
de plus :

m, (X)) divise x,(X)
dans K[X].

On définit de méme les polynomes annulateurs et le polynome minimal
d’une matrice A € 4,,(K).

Exercice 40 Si E est de dimension finie, le polyndme minimal de u coincide
avec le polynome minimal de sa matrice dans n’importe quelle base de E.

Proposition 5.3.2 Soit P un polynome annulateur de u un endomorphisme
de E. Alors, pour tout A € Sp(u), P(\) = 0. En particulier si le polynome
minimal m,, existe, m,(\) = 0 pour toute valeur propre A de u.

Démonstration : Si u(z) = Az, 0 # x € E. Alors, 0 = P(u)(x)
PNz = P(\) =0. q.e.

&

Proposition 5.3.3 Les racines de m,(X) sont exactement les valeurs propres
de u c-a-d (si m,(X) existe) :

A€ K, my(\) =0 \eSpu) .

Démonstration : 11 suffit de démontrer que si mu(A) 0, alors A est une
valeur propre de u. Or dans ce cas, m,(X) = (X — A\)Q(X) pour un certain
polynome Q(X) de degré < degm,(X). Donc :

0=my(u) = (u—Ndg)Q(u) .
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Forcément Q(u) # 0 par minimalité de m,,. Donc u — Aldg n’est pas injective
et donc A est une valeur propre de wu. g.e.d.

Comment trouver le polyndme minimal d’une matrice ?

Théoréme 5.3.4 Soit A € #,(K). On suppose que le polynoéme caractéris-
tique est scindé :

Xa(X) = (X = X\)™ (X =)™

ou my,....m. > 1, A\, ..., \. € K, sont deux a deux distincts. Alors :
ma(X) = (X — A)F (X =2

pour certains entiers : 1 < k; <m;, i =1,...,7.

Démonstration : On note ki, ..., k, les multiplicités de m4(X) en les
valeurs propres A, ..., A.. On a déja vu que 1 < k; car my();) = 0. On a
aussi k; < m;, la multiplicité de \; dans x4(X). Il reste donc & démontrer le
lemme suivant :

Lemme 5.3.5 On suppose que le polynéme P(X) divise le produit
(X = A)™ . (X =)™

dans K[X] pour certains \; € K deur a deux distincts et certains entiers
m; > 1. Alors si on note kq, ..., k. les multiplicités respectives des Aq, ..., \,
dans P(X), on a :

P(X) = ag(X — M) . (X = \)F
ol agq est le coefficient dominant de P.

Démonstration du lemme : On peut supposer P unitaire i.e. ag = 1. On
raisonne par récurrence sur r > 0. Si 7 = 0, il n’y a rien a montrer. Notons
Q(X) € K[X] le quotient par P(X) :

(X = A)"™ (X =A™ = P(X)Q(X) .
La multiplicité de A\; dans Q(X) est : my — k;. Donc :
P(X) = (X = M)MP(X) et Q(X) = (X = X)™ M Q(X)

d’ou :
(X = A)™ (X = A)™ = (X = \)™P(X)Q(X)
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S (X = \)™. (X = \)"™ = P(X)Q(X)

et on applique I'hypothése de récurrence.
q.e.d.
Remarque : Un cas particulier important a retenir : les diviseurs unitaires
de (X — A\)™ sont les (X — \)? avec 0 < d < n (pour tous n > 0, \ € K).
q.e.d.

Exercice 41

0100 0100 0100
) 0000 0010 0010
0001 0000 0001
0000 0000 0000
Xa(X) X* X4 X4
ma(X) X? X? X4

Exercice 42 (Polynéme minimal d’une diagonale) Soit

A
D = )
An

alors mp(X) = [lespp)(X — A) 0t Sp(D) = {A1,..., \n} et les valeurs
propres sont comptées sans multiplicité.

Nouveau critére de diagonalisabilité

On dit qu'un polynéme P(X) € K[X] est scindé a racines simples dans
K sl se factorise en :

P(X) =aq(X —A\)...(X = \)
ou 0#aqg € Ket Ai,...,\ € K sont deux a deux distincts.

Théoréme 5.3.6 Une matrice A € #,(K) est diagonalisable sur I si et
seulement si son polyndéme minimal est scindé a racines simples sur K.

Démonstration : = : Si A est diagonalisable, A est semblable a une
diagonale. Or deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal (ezo)





